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Contenido

Sistemas multi-qubit y entrelazamiento
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Sistemas de n qubits

Por el postulado 4, n qubits viven en

Ho=C’® - C%>=C%
N—————

n

con base computacional {|x) : x € {0,1}"}, donde |x1...xy) = |x1) ® - - ® |Xp).
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Sistemas de n qubits

Por el postulado 4, n qubits viven en

Hp=C’® - ®C>=C"
—_——
n
con base computacional {|x) : x € {0,1}"}, donde |x1...xy) = |x1) ® - - ® |Xp).
Un estado general es
W)= > axl), Yl =1:
x€{0,1}7 X

hacen falta 2”7 amplitudes.
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Sistemas de n qubits
Por el postulado 4, n qubits viven en

Ho=C’® - C%>=C%
N—————

n
con base computacional {|x) : x € {0,1}"}, donde |x1...xy) = |x1) ® - - ® |Xp).
Un estado general es
1Y) = Z ax |x) Z|ax|2:1:
xe{0,1}" X
hacen falta 2”7 amplitudes.

Ejemplo: con 50 qubits hay 2°0 ~ 10® amplitudes complejas: describir el estado ya
es un problema para una computadora clasica.
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Operadores sobre varios qubits

Si A actla sobre un qubit y B sobre otro, A® B actla sobre los dos:

(A® B)la) |b) = Ala) ® B|b)

Para actuar sélo sobre una parte, se completa con la identidad: A® /.

Monzén (Udelar) Introduccion a la computacién cuantica

6/39



Operadores sobre varios qubits

Si A actla sobre un qubit y B sobre otro, A® B actla sobre los dos:
(A® B)la) |b) = Ala) ® B|b)

Para actuar sélo sobre una parte, se completa con la identidad: A® /.

Ejemplo: H en cada uno de n qubits en |0) da la superposicién uniforme:

migven _ (101N _ 1 .
H®" |0) _< 7 > —@XE{ZO;}HH
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Operadores sobre varios qubits

Si A actla sobre un qubit y B sobre otro, A® B actla sobre los dos:
(A® B)|a) |b) = Ala) ® B|b)

Para actuar sélo sobre una parte, se completa con la identidad: A® /.

Ejemplo: H en cada uno de n qubits en |0) da la superposicién uniforme:

migven _ (101N _ 1 .
H®" |0) _< 7 > —@XG{ZO;}HH

Nota: hay operadores sobre varios qubits que no son de la forma A® B, como CNOT.
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Medir una parte del sistema

Para medir sélo el primer qubit en la base computacional se usan los operadores
Mo® 1y My &I, con My =10)(0] y My = 1) (1].
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Medir una parte del sistema

Para medir sélo el primer qubit en la base computacional se usan los operadores
Mo® 1y My &I, con My =10)(0] y My = 1) (1].
Ejemplo: midiendo el primer qubit de |Boo) = %( 00) + |11) ):

» sale 0 con probabilidad 3, y el estado pasa a ser |00);

, y el estado pasa a ser |11).

1
2
» sale 1 con probabilidad %
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Medir una parte del sistema

Para medir sélo el primer qubit en la base computacional se usan los operadores
Mo® 1y My &I, con My =10)(0] y My = 1) (1].

Ejemplo: midiendo el primer qubit de |Boo) = %( 00) + |11) ):
» sale 0 con probabilidad % y el estado pasa a ser |00);

» sale 1 con probabilidad % y el estado pasa a ser |11).

Medir el primer qubit determina también el segundo: los resultados estan
correlacionados. Esto pasa aunque los qubits estén lejos, pero no transmite
informacioén: el resultado es aleatorio.
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Entrelazamiento

Recordemos: |¢) € H ® H' es producto si |¢) = |a) |b), y entrelazado si no.
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Entrelazamiento

Recordemos: |¢) € H ® H' es producto si |¢) = |a) |b), y entrelazado si no.
Para dos qubits, |9) = coo|00) + co1 [01) + 10 |10) + c11 |11) es producto si y sélo si

Coo €11 = Co1 C10-

Monzén (Udelar) Introduccién a la computacién cuantica 8 /39



Entrelazamiento

Recordemos: |¢) € H ® H' es producto si |¢) = |a) |b), y entrelazado si no.
Para dos qubits, |9) = coo|00) + co1 [01) + 10 |10) + c11 |11) es producto si y sélo si
Coo €11 = Co1 C10-

Ejemplo:
> 1(]00) +(01) +[10) +[11)) = [+)[+): % =2, producto.
> |Boo): CooCi1 = 5 # 0 = co1cio, entrelazado.
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Entrelazamiento

Recordemos: |¢) € H ® H' es producto si |¢) = |a) |b), y entrelazado si no.
Para dos qubits, |9) = coo|00) + co1 [01) + 10 |10) + c11 |11) es producto si y sélo si
Coo €11 = Co1 C10-

Ejemplo:
> 1(]00) +(01) +[10) +[11)) = [+)[+): % =2, producto.
> |Boo): CooCi1 = 5 # 0 = co1cio, entrelazado.

Un ejemplo con tres qubits es el estado GHZ, que se genera con H y dos CNOT:

o) 7]
0) o |GHZ) = %(|000> +[111))
0) S
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Ejercicio
a) Indique si cada estado es producto o entrelazado:

1
ﬁ(|oo> +201) + [10) + 211))

b) Escriba [Boo) en la base {|++),|+—).|=+).|——)}. iCon qué probabilidad se
obtiene cada resultado al medir en esa base?

c) Calcule H®?|11).

(100) + [01) + |11))

Sl

3

Monzén (Udelar) Introduccién a la computacién cuantica 9/39



Contenido

Operador densidad
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Cuando no conocemos el estado

Se tira una moneda: si sale cara se prepara |0), y si sale ceca, |1). Para quien no vio
la moneda, jen qué estado esta el qubit?
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Cuando no conocemos el estado

Se tira una moneda: si sale cara se prepara |0), y si sale ceca, |1). Para quien no vio
la moneda, jen qué estado esta el qubit?

No es un vector de estado, sino un conjunto de estados:

{(pi. 19N} ={(G.10). (3. 1)}
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Cuando no conocemos el estado

Se tira una moneda: si sale cara se prepara |0), y si sale ceca, |1). Para quien no vio
la moneda, jen qué estado esta el qubit?

No es un vector de estado, sino un conjunto de estados:

{(pi. 19N} ={(G.10). (3. 1)}

Esto no es lo mismo que |+) = %( |0) + [1) ): los dos dan 0 o 1 con probabilidad 3

en la base computacional, pero
» |+) medido en la base & da + con probabilidad 1;
» |a moneda medida en la base 4+ da + con probabilidad %
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Repaso: traza

La traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal: tr(A) = > _; aj.
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Repaso: traza

La traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal: tr(A) = > _; aj.
Propiedades:

> tr(A+ B)=tr(A)+tr(B) y tr(AA) = Atr(A);

> tr(AB) = tr(BA), y por eso tr(UAU') = tr(A) si U es unitario;

> tr (19) (ol) = (plv);

> si |¢) es unitario, tr (Aly) (¥|) = (Y| Alp).
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Repaso: traza

La traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal: tr(A) = > _; aj.

Propiedades:
> tr(A+ B)=tr(A)+tr(B) y tr(AA) = Atr(A);
> tr(AB) = tr(BA), y por eso tr(UAU') = tr(A) si U es unitario;
> tr ([¥) (0]) = (wl);
> si |¢) es unitario, tr (Aly) (¥|) = (Y| Alp).

Ejemplo: tr (|+) (—|) = (—|+) = 0.
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El operador densidad

Definicion
El operador densidad del conjunto de estados {(p;, |%i))} es

p= ZP/ 1Y) (Wil -
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El operador densidad

Definicion
El operador densidad del conjunto de estados {(p;, |%i))} es

p= ZD/ 1Y) (Wil -

Ejemplo: para {(%,[+)), (

MW

1)) }:

p=1lH) (+I+21)(1 = Gfg %@
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El operador densidad
Definiciéon
El operador densidad del conjunto de estados {(p;, |%i))} es
p=">_pilY) (Wil
Ejemplo: para {(%,[+)), (

2 1)}

p=1lH) (+I+21)(1 = Gfg %@

> Si el estado se conoce exactamente, es puro: p = |9) (P].

/

5-

» Sino, es mixto. Por ejemplo, la moneda: p = % |0) (O] + % |1) (1]
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Caracterizacion

Teorema
o es el operador densidad de algtin conjunto de estados si y sélo si
Lotr(p) =1y

2. p es positivo: {@|ply) > 0 para todo |p).
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Caracterizacion

Teorema
o es el operador densidad de algtin conjunto de estados si y sélo si
1.tr(p) =1,y

2. p es positivo: {@|ply) > 0 para todo |p).

Teorema
Para todo operador densidad, tr(p?) < 1, con igualdad si y sélo si p es puro.
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Caracterizacion

Teorema
o es el operador densidad de algtin conjunto de estados si y sélo si
1.tr(p) =1,y

2. p es positivo: {@|ply) > 0 para todo |p).

Teorema
Para todo operador densidad, tr(p?) < 1, con igualdad si y sélo si p es puro.

Eiemplo: tr ((|4) (+))2) =tr ([4) (+]) =1, pero tr((//2?) =3 < 1.
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Los postulados con operadores densidad

» Estado: un operador p positivo con tr(p) = 1.
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Los postulados con operadores densidad

» Estado: un operador p positivo con tr(p) = 1.

» Evolucién: con un operador unitario U,

p — UpUT.
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Los postulados con operadores densidad

» Estado: un operador p positivo con tr(p) = 1.

» Evolucién: con un operador unitario U,

p — UpUT.

» Medicion: con {M,,}, el resultado m sale con probabilidad

Mpm o M},

p(m) = tr MM y el estado pasa a ser
(m) = tr (MM ) p(m)
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Los postulados con operadores densidad

» Estado: un operador p positivo con tr(p) = 1.
» Evolucién: con un operador unitario U,

p — UpUT.

» Medicion: con {M,,}, el resultado m sale con probabilidad

Mpm p M}
p(m) = tr (M{,Mmp) v el estado pasa a ser Hm P Tm
p(m)
> Sistemas compuestos: si las partes estan en p1, ..., On, €l sistema esta en

p1 & & pp.
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Ejemplo: medir un estado mixto
Sea p= g [+) (+|+ 3 1) (1] = §10) (O] + 5 |0) (1] + & [1) (O] + & |1) (1.
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Ejemplo: medir un estado mixto
Sea p= g [+) (+|+ 3 1) (1] = §10) (O] + 5 |0) (1] + & [1) (O] + & |1) (1.

Medimos en la base computacional, con Py =|0) (0] y Py = |1) (1]

p(1) =tr (Prp) = gtr (11)(0]) + e (1) (1)) = §
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Ejemplo: medir un estado mixto
Sea p= g |+) (+1+ Z11) (1] = §10) (O] + 5 0) (1] + & 1) O + & |1) (1].
Medimos en la base computacional, con Py =|0) (0] y Py = |1) (1]
p(1)=tr (P1p) =%tr ([1)(0]) + Ztr (|1)(1]) = &

Coincide con razonar por casos: con probabilidad % el estado es |1) (sale 1 sequro), y
con probabilidad % es |+) (sale 1 con probabilidad 3):

ool

L1
2

ENTS

14

Hlw
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Ejemplo: medir un estado mixto
Sea p= g |+) (+1+ Z11) (1] = §10) (O] + 5 0) (1] + & 1) O + & |1) (1].
Medimos en la base computacional, con Py =|0) (0] y Py = |1) (1]
p(1)=tr (P1p) =%tr ([1)(0]) + Ztr (|1)(1]) = &

Coincide con razonar por casos: con probabilidad % el estado es |1) (sale 1 sequro), y
con probabilidad % es |+) (sale 1 con probabilidad 3):

3 1.1_7
i1tz 2=3
PipP
Si sale 1, el estado pasa a ser 17//)8 L= |1) (1].
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Ejercicio
Sea el conjunto de estados {(3,10)), (3.]+))}.
a) Calcule su operador densidad p, en notacion de Dirac y como matriz.
b) Verifique que tr(p) = 1. ;Es puro o mixto? Calcule tr(p?).

c) Calcule las probabilidades de cada resultado al medir en la base computacional y
en la base +.

d) Calcule HpHT. i A qué conjunto de estados corresponde?
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Contenido

Traza parcial y operador densidad reducido
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Traza parcial

Definiciéon
La traza parcial sobre B es el operador lineal que cumple

trg (|a1) (az| ® |by) (bo]) = (b2|b1) |a1) (an].

Es decir: se calcula la traza sélo de la parte B, y queda un operador sobre A.
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Traza parcial

Definiciéon
La traza parcial sobre B es el operador lineal que cumple

trg (|a1) (az| ® |by) (bo]) = (b2|b1) |a1) (an].

Es decir: se calcula la traza sélo de la parte B, y queda un operador sobre A.

Ejemplo: si pag = p ® o (un estado producto), entonces

trg(p® o) =ptr(o) = p.
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Operador densidad reducido

Definicion
Si el sistema AB esta en pag, el operador densidad reducido de A es

pa =tre(pas).
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Operador densidad reducido

Definiciéon
Si el sistema AB esta en pag, el operador densidad reducido de A es

pa =tre(pas).

pa describe todo lo que se puede observar midiendo sélo A. Para una medicion {Mp,}

sobre A: . ,
p(m) ) tr ((M,Tn/\/lm ® /) ,OAB) @ tr (M,Tnl\//,77 ,oA).
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Operador densidad reducido

Definiciéon
Si el sistema AB esta en pag, el operador densidad reducido de A es

pa =tre(pas).

pa describe todo lo que se puede observar midiendo sélo A. Para una medicion {M,,}
sobre A: -
1 2
p(m) D ((M,Tn/\/lm @ 1) ,oAB) = tr (M} M pa).
(1) Medir sélo A es medir todo el sistema con {M,, ® /}: la identidad no toca a B.
Por el postulado 3 con operadores densidad, y como
(Mm@ (Mm@ 1) = M},M,, ® I, sale la primera igualdad.

Monzén (Udelar) Introduccién a la computacion cuantica 20 / 39



Operador densidad reducido

Definiciéon
Si el sistema AB esta en pag, el operador densidad reducido de A es

pa =tre(pas).

pa describe todo lo que se puede observar midiendo sélo A. Para una medicion {M,,}
sobre A: -
1 2
p(m) D ((M,T,,/\/lm @ 1) ,oAB) = tr (M} M pa).
(1) Medir sélo A es medir todo el sistema con {M,, ® /}: la identidad no toca a B.
Por el postulado 3 con operadores densidad, y como
(Mm@ (Mm@ 1) = M},M,, ® I, sale la primera igualdad.

(2) Es la propiedad que caracteriza a la traza parcial (préxima diapositiva).
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Por qué vale la igualdad (2)

Queremos ver que tr ((X ® /)pAB) =tr (X trB(pAB)) para cualquier X sobre A.
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Por qué vale la igualdad (2)

Queremos ver que tr ((X ® /),oAB) =tr (X trB(pAB)) para cualquier X sobre A.
Como las dos trazas son lineales, alcanza con verlo para pag = |a1) (az| ® |b1) (ba]:

Xa1) (an]) - tr (|b1) (b2|)

—

tr (X @ 1)(Jan) (a2l @ [b1) b2|)) tr
tr(X|a1 (azl) (b2|by)
((ba|b1) |a1) (32|))

© (Xtrg o) (ol @ |1) (2] ))

tr

/—\

(@) r(A® B) = tr(A) tr(B): (b tr (19) {0]) = (@} () {balbr) es un namero, y
X tr(XA) = tr (X(AA));  (d) definicién de trg.
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Por qué vale la igualdad (2)

Queremos ver que tr ((X ® /),oAB) =tr (X trB(pAB)) para cualquier X sobre A.
Como las dos trazas son lineales, alcanza con verlo para pag = |a1) (az| ® |b1) (ba]:

tr (X @ 1)(Jar) (a2l @ [b1) (b2l ) ) 2 tr (X Jar) G2l ) - tr (1) (b))
2 tr (X |a1) (] ) (balbr)
X ((balby) |a1) (22]))

(
(:) tr (X trg (|31> (a2] @ |b1) (b2 ))

(a) tr(A® B) = tr(A) tr(B):  (b) tr (9} {0l) = (0l¥};  (c) (balby) es un nmero, y

X tr(XA) = tr (X(MA));  (d) definicion de trg.
Con X = M,Tnl\//m sale la igualdad (2): para calcular probabilidades de medir sélo A,

alcanza con pa.
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Ejemplo: el estado reducido de |Bgo)

o= 1800) {Bool = 5 (100} (001 + |11 00] +100) {11] + [11) (11] )
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Ejemplo: el estado reducido de |Bgo)

= 1600} (ool = 5 (100} (00] +[11) (00] + 100) {11] + [11) (1]

Trazando el segundo qubit, término por término:
o1 = tra(0) = ({010} 0} (0] + (0[1) 11) (0] + (110} 0) {11 + (111} 1) (1]

= (00l +nfal) = 2
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Ejemplo: el estado reducido de |Bgo)

= 1600} (ool = 5 (100} (00] +[11) (00] + 100) {11] + [11) (1]

Trazando el segundo qubit, término por término:

p1 = tra(p) = %(<0|0> 10) {0 +{0I1) |1) (O] + (1]0) 0 (1] + (1[1) 1) <1I)
/

= (10 01+ i) =3

El estado de los dos qubits es puro, pero cada qubit por separado esta en un estado
mixto: tr ((//2)?) = 4 < 1.
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De vuelta a la teleportacion

Después de que Alice mide, y antes de que Bob reciba los bits, Bob tiene cada uno
de los cuatro estados |¢3(M;M,)) con probabilidad %. Su estado reducido es

pB = : D [Ws(MiMy)) (h3(MyMs)| = 2(Ia?+ 15F) (10) {01 + 1) 1) _L
4

4 2
My Mo
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De vuelta a la teleportacion

Después de que Alice mide, y antes de que Bob reciba los bits, Bob tiene cada uno
de los cuatro estados |¢3(M;M,)) con probabilidad %. Su estado reducido es

pB = : D [Ws(MiMy)) (h3(MyMs)| = 2(Ia?+ 15F) (10) {01 + 1) 1) _L
4

4 2
My Mo

ps no depende de a ni de B: ninguna medicién de Bob da informacién sobre |)
hasta que recibe los bits de Alice. Esta es la version precisa de “la teleportacién no es
mas rapida que la luz".
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Ejercicio
a) Calcule el operador densidad reducido del primer qubit para
5 (l00) +o1)) vy 5(]01)+]10)).

b) Para cada uno, calcule tr(p?). i Qué relacién observa con que el estado sea
producto o entrelazado?

c) Calcule el operador densidad reducido de cualquiera de los qubits de |GHZ).
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Contenido

Algoritmo de Deutsch
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Evaluar una funcién con un circuito
Dada f: {0,1} — {0, 1}, se define la compuerta

Ur x) ly) = [x) ly @ £(x)) .

Ur es unitaria para cualquier f (ejercicio).
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Evaluar una funcién con un circuito
Dada f: {0,1} — {0, 1}, se define la compuerta

Ur x) ly) = [x) ly @ £(x)) .

Ur es unitaria para cualquier f (ejercicio).

Paralelismo cuantico: con el primer qubit en superposicién, una sola aplicacién de
Ur evalia f en Oy en 1:

0) — 0) |£(0)) + [1) [£(1))

Ur
o — | v2
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Evaluar una funcién con un circuito
Dada f: {0,1} — {0, 1}, se define la compuerta

Ur x) ly) = [x) ly @ £(x)) .

Ur es unitaria para cualquier f (ejercicio).

Paralelismo cuantico: con el primer qubit en superposicién, una sola aplicacién de
Ur evalia f en Oy en 1:

0) — 0) |£(0)) + [1) [£(1))

Ur
o — | v2

Al medir se obtiene un solo f(x). El desafio es usar la superposicién para obtener algo
atil.
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El problema de Deutsch
Dada f : {0,1} — {0, 1}, decidir si es constante (f(0) = f(1)) o no.
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El problema de Deutsch

Dada f: {0,1} — {0, 1}, decidir si es constante (f(0) = (1)) o no.

» Clasicamente hace falta evaluar f dos veces y comparar.

» Con el algoritmo de Deutsch alcanza con una aplicacién de Ur.
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El problema de Deutsch
Dada f: {0,1} — {0, 1}, decidir si es constante (f(0) = (1)) o no.

» Clasicamente hace falta evaluar f dos veces y comparar.

» Con el algoritmo de Deutsch alcanza con una aplicacién de Ur.

[Yo) 1) o) [s)

o) —HF A

| |
e
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Un truco: la fase
Si el segundo qubit esta en |—) = %( 0) —[1)):

Ur 1x) =) = x)

() — 1@ F(x)) _ {|x>|—> si f(x) =0,
V2 X -) s f(x) = 1.
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Un truco: la fase
Si el segundo qubit esta en |—) = %( 0) —[1)):

X — X _ f :O,
U x| =) = Py 1FOD =17 )>:{Ix>| ) s (x)_1

V2 — X} =) si f(x)

Es decir,
Ur x) =) = (=1) ™ x) | -) .

El valor de f no queda escrito en el segundo qubit, sino en una fase del primero.
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Paso a paso

o) = oy ) = 22
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Paso a paso

[%0) = 101) [P1) = 7 |—)
Por el truco de la fase,
|¢>_(—1)f<0> 10) + (—1)"™M 1) )= £+ =) s £(0) = (1),
. vz Tl ) s FO) £ F(D).
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Paso a paso

o) = [01) ) = 'O%'” )
Por el truco de la fase,
|¢>_(—1)f<0> 10) + (—1)"™M 1) )= £+ =) s £(0) = (1),
v V2 e SR # £,

Como H|+) =10y y H|—) = |1):

[¥3) = £|F(0) ® F(1)) [-).
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Paso a paso

[%0) = 101) Y1) = 7 |—)
Por el truco de la fase,
|¢>_(—1)f(°) 10) + (—1)" M) 1) )= £+ =) s £(0) = (1),
. vz Tl ) s FO) £ F(D).

Como H|+) =10) y H|—) = |1):
[W3) = £[f(0) & (1)) [-).

Al medir el primer qubit se obtiene (0) & f(1) con probabilidad 1: sale O si f es
constante y 1 si no.
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Qué esta pasando

» f(0) @ f(1) es una propiedad global de f: depende de los dos valores a la vez.
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Qué esta pasando

» f(0) @ f(1) es una propiedad global de f: depende de los dos valores a la vez.
» El algoritmo combina dos ideas:

® paralelismo: Ur actla sobre |0) y |1) a la vez;
® interferencia: la Gltima H combina las dos alternativas, y sus amplitudes se suman
o se cancelan segin f.
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Qué esta pasando

» f(0) @ f(1) es una propiedad global de f: depende de los dos valores a la vez.
» El algoritmo combina dos ideas:

® paralelismo: Ur actla sobre |0) y |1) a la vez;
® interferencia: la Gltima H combina las dos alternativas, y sus amplitudes se suman
o se cancelan segin f.

» Una computadora clésica que elige x al azar evalta f(0) o f(1); las dos
alternativas nunca interfieren.
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Ejercicio
a) Muestre que Ur es unitaria para cualquier f: {0,1} — {0, 1}.

b) Escriba la traza del algoritmo de Deutsch para la funcién identidad, f(x) = x,
calculando |4g), ..., |®¥3) sin usar el truco de la fase.

c) Escriba la matriz de Ur para las cuatro funciones f : {0,1} — {0, 1}. ;Qué
compuerta conocida es Ur cuando f(x) = x?
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Contenido

Algoritmo de Deutsch—Jozsa
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El problema de Deutsch—Jozsa
Dada f: {0,1}"” — {0, 1}, con la promesa de que es

» constante: el mismo valor para todo x, o
» balanceada: vale 0 en exactamente la mitad de las entradas y 1 en la otra mitad,

decidir cual de las dos es.
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El problema de Deutsch—Jozsa
Dada f: {0,1}"” — {0, 1}, con la promesa de que es

» constante: el mismo valor para todo x, o
» balanceada: vale 0 en exactamente la mitad de las entradas y 1 en la otra mitad,

decidir cual de las dos es.

. L. - . n .
» Un algoritmo clasico determinista necesita, en el peor caso, 27 + 1 evaluaciones:
puede ver 2" /2 ceros sequidos antes del primer 1.

» El algoritmo de Deutsch—Jozsa usa una aplicacién de Ur |x) ly) = |x) |y @ f(x)).

Monzén (Udelar) Introduccién a la computacién cuantica 33 /39



H®" sobre [0)*"

Como H|0) = %( |0) +]1) ) y H®" actaa sobre cada qubit por separado:

1
v

HEM0Y*" = HI0)® --- @ H|0) = (10)+1]1)) ®--- @ (|0y+1)).
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H®" sobre [0)*"

Como H|0) = %( |0) +]1) ) y H®" actaa sobre cada qubit por separado:

1
v

HEM0Y*" = HI0)® --- @ H|0) = (10)+1]1)) ®--- @ (|0y+1)).

Ejemplo: con n = 2, distribuyendo:
(10) + 1)) @ (]0) + |1) ) = [00) + |01) + [10) + [11),
asf que H®2]00) = (|00) + |01) + |10) + |11)).
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&®n
H®" sobre |0)
Como H|0) = %( |0) + |1) ) y H®" actda sobre cada qubit por separado:
1

n ®n _ —
H®M10)Y®" = H|0) ® ®H|0>_@(|o>+11>)® ® (10) + [1)).

Ejemplo: con n = 2, distribuyendo:
(10) + 1)) @ (]0) + |1) ) = [00) + |01) + [10) + [11),
asf que H®2]00) = (|00) + |01) + |10) + |11)).

En general, al distribuir se elige |0) o |1) de cada uno de los n factores: aparecen
todas las cadenas x € {0, 1}", cada una una sola vez:

1
HEM0)®" = Y X
\/27 xe{0,1}7
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&®n
H®" sobre |0)
Como H|0) = %( |0) + |1) ) y H®" actda sobre cada qubit por separado:

1
v

HEM0Y*" = HI0)® --- @ H|0) = (10)+1]1)) ®--- @ (|0y+1)).

Ejemplo: con n = 2, distribuyendo:
(10) + 1)) @ (]0) + |1) ) = [00) + |01) + [10) + [11),

asf que H®2]00) = (|00) + |01) + |10) + |11)).
En general, al distribuir se elige |0) o |1) de cada uno de los n factores: aparecen
todas las cadenas x € {0, 1}", cada una una sola vez:

®n
H®"|0)® \ﬁz

xe{0,1}"

Es la superposicion uniforme: al medir, cada una de las 2" entradas sale con
probabilidad 2.
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El circuito

o)

[¥1)

[2)

[3)

0)" == H#" -

Ur

HE" -

X

|

|
1) ———{H]
|

Es el esquema de Deutsch con n qubits arriba; para n = 1 es exactamente el

algoritmo de Deutsch.
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El circuito

o) Y1) o) |93)

| |
® n
0y A Hen o pon ¢
S 72
[ ]
1) A : :
| | | |

Es el esquema de Deutsch con n qubits arriba; para n = 1 es exactamente el
algoritmo de Deutsch.

Hace falta saber qué hace H®" sobre un |x) cualquiera:

H|x) = \[ Z 1)“|z) = H|x)= Z 14 |z),

ze{0,1} ZE{O 1}

donde x -z =xy21 + - -+ + Xpzn (Mddulo 2).
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Paso a paso

o) = 0)°7 1) = 3 2

xe{0,1}7
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Paso a paso

o) = [0)27 1) = 3 2

xe{0,1}7

Por el truco de la fase, Ur |x) |—) = (—1)f(x) Ix) |=):

e = S R

X
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Paso a paso

o) = 10)*" |1) )= >
xe{0,1}7
Por el truco de la fase, Ur |x) |=) = (=1)70) |x) |-):
N ED
Aplicando H®" a los primeros n qubits:
)x z+f(x)
[¥3) = ZZ 1z) =)

Monzén (Udelar) Introduccion a la computacién cuantica

36 / 39



La amplitud de |0)®"

En |23), la amplitud de |z) = |0)®” es (como x - 0 = 0)

(-1
> o

xe{0,1}7
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La amplitud de |0)®"
En |23), la amplitud de |z) = |0)®” es (como x - 0 = 0)
(~1)®)
>
xe{0,1}7

> Si f es constante, todos los términos valen lo mismo y la amplitud es +1. Como
el estado tiene norma 1, las demas amplitudes son 0: se mide 0...0 con
probabilidad 1.
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La amplitud de |0)®"

En |23), la amplitud de |z) = |0)®” es (como x - 0 = 0)

—1)f(x)
> 5=

xe{0,1}7

> Si f es constante, todos los términos valen lo mismo y la amplitud es +1. Como
el estado tiene norma 1, las demas amplitudes son 0: se mide 0...0 con
probabilidad 1.

> Si f es balanceada, la mitad de los términos valen —1—2% y la otra mitad —%: la
amplitud es 0 y nunca se mide 0...0.
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La amplitud de |0)®"

En |23), la amplitud de |z) = |0)®” es (como x - 0 = 0)

—1)f(x)
> 5=

xe{0,1}7

> Si f es constante, todos los términos valen lo mismo y la amplitud es +1. Como
el estado tiene norma 1, las demas amplitudes son 0: se mide 0...0 con
probabilidad 1.

> Si f es balanceada, la mitad de los términos valen —1—2% y la otra mitad —%: la
amplitud es 0 y nunca se mide 0...0.

Conclusién
Se miden los primeros n qubits: si sale 0...0, f es constante; si no, es balanceada.
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Para tener en cuenta

> La ventaja es frente a algoritmos clasicos deterministas. Si se acepta una
pequena probabilidad de error, un algoritmo clasico que evala f en unas pocas
entradas al azar distingue los dos casos con alta probabilidad.
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Para tener en cuenta

> La ventaja es frente a algoritmos clasicos deterministas. Si se acepta una
pequena probabilidad de error, un algoritmo clasico que evala f en unas pocas
entradas al azar distingue los dos casos con alta probabilidad.

» El problema no tiene aplicaciones practicas conocidas.
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Para tener en cuenta

> La ventaja es frente a algoritmos clasicos deterministas. Si se acepta una
pequena probabilidad de error, un algoritmo clasico que evala f en unas pocas
entradas al azar distingue los dos casos con alta probabilidad.

» El problema no tiene aplicaciones practicas conocidas.

> Aun asi, contiene ideas centrales de algoritmos mas importantes: superposicion,
evaluacién en paralelo con U e interferencia con H®".
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Examen

Monzén (Udelar)

= forms.gle/ulk4FRsuDzTJEu7L6

4 Jcc
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